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SummaryMany shapes arising in applied geometry and topology are 
urves, surfa
es, or, in higherdimensions, smooth manifolds. Su
h shapes arise as level sets of density fun
tions inlarge s
ale data pro
essing, as approximations of a s
anned obje
t in shape re
onstru
-tion, or as invariant manifolds in dynami
al systems. One of the aims of 
omputationalgeometry and 
omputational topology is to design general purpose algorithms for 
om-puting various geometri
 and topologi
al properties of manifolds, using a �nite pre
isionma
hine, in a general framework, i.e., abstra
ting from the spe
i�
 appli
ation 
ontext.Certi�ed geometri
 
omputation, a newly emerging bran
h of 
omputing s
ien
e,is a 
omputation paradigm where the main goal is not only numeri
al a

ura
y, butabove all the geometri
 and topologi
al 
orre
tness of the output. More pre
isely, in
erti�ed geometri
 
omputation, the 
hallenge is to develop algorithms for 
omputingtopologi
ally 
orre
t and geometri
ally 
lose approximations of impli
itly or expli
itlygiven input shapes. The 
urrent thesis fo
uses on an important 
lass of problems in
omputational geometry and topology from the 
erti�ed 
omputational point of view.

Figuur 1: Some isosurfa
es using RBF interpolation method: Head (point-
loud with 1335points), Bunny (point-
loud with 1326 points), Horse (point-
loud with 1308 points).The �rst part of the thesis deals with 
erti�ed surfa
e re
onstru
tion using the radial



4 Summarybasis fun
tion (RBF) method, whi
h is being used in Computer Aided Geometri
 De-sign (CAGD), in visualization, and in medi
al appli
ations. The surfa
e-re
onstru
tionmethod using radial basis fun
tions 
onsists of two steps: (i) 
omputing an interpola-ting impli
it fun
tion, the zero set of whi
h 
ontains the points in the data set, followedby (ii) extra
tion of iso
urves or isosurfa
es. In Figure 3 shows some isosurfa
es re-
onstru
ted using RBF-method from di�erent point 
louds. The se
ond step of themethod, that is the extra
tion of 
erti�ed isosurfa
es from smooth RBF interpolants,has been developed in this resear
h proje
t. We introdu
e several strategies to improvethe performan
e of a 
erti�ed meshing algorithm.

Figuur 2: Certi�ed Morse-Smale 
omplex on an impli
it tangle-
ube, viewed from two di�erentview points. Morse-Smale system 
onsists of 10 saddles (red box), one minimum (green box) andone maximum (blue box). In the pi
tures, a pair of blue boundary 
urves 
ontains a 
erti�edunstable separatrix (saddle-maximum 
onne
tion) and a pair of green boundary 
urves 
ontainsa stable separatrix (saddle-minimum 
onne
tion).In the se
ond part of the thesis we 
onsider the problem of 
erti�ed 
omputationof Morse-Smale (MS) 
omplexes 
orresponding to Morse-Smale gradient ve
tor �eldsde�ned on bounded planar domains or on impli
it surfa
es. A Morse-Smale 
omplexis the 
on�guration of singular points and separatri
es of a Morse-Smale gradient �eld.This is a net-like stru
ture on a surfa
e, as in Figure 4, whi
h reveals the global to-pology of the underlying shape. Thus the Morse-Smale 
omplex is an important toolfor the global topologi
al analysis of 
omplex geometri
al shapes or data. We 
onsiderthe problem of 
omputing 
erti�ed separatri
es of a Morse-Smale system 
onne
tinga saddle to a sour
e or a sink, and separating attra
ting regions of sinks, and repel-ling regions of sour
es of the gradient �eld. Computing the Morse-Smale 
omplex 
anbe extremely 
hallenging be
ause of the arbitrarily 
omplex nature of the input data,



Summary 5whereas available 
omputational resour
es are limited. We propose new te
hniques for
erti�ed 
omputation of the Morse-Smale 
omplex. Figure 4 shows an example of 
om-puted 
erti�ed Morse-Smale 
omplex 
orresponding to the height fun
tion on a smoothtangle-
ube.The 
urrent thesis is a step forward towards the new paradigm of 
erti�ed geometri

omputation. We believe the di�erent methods of 
erti�ed 
omputation, proposed inthe thesis, 
ould be extended and generalized for many other problems in this domain.





SamenvattingVeel vormen die voorkomen in toegepaste meetkunde en topologie zijn krommen, op-pervlakken, of meer algemene gladde vari�eteiten. Dergelijke vormen komen voor alsniveauverzamelingen van di
htheidsfun
ties in groots
halige data-analyse, als benade-ringen van een ges
and obje
t in de re
onstru
tie van vormen of als invariante vari�eteitenvan dynamis
he systemen. Een van de doelstellingen van Computationele Meetkundeen Computationele Topologie is het ontwerpen van algoritmen voor de berekening vanmeetkundige en topologis
he eigens
happen van vari�eteiten. Deze algoritmen moetenalgemeen toepasbaar zijn, dat wil zeggen dat spe
i�eke 
ontexten geabstraheerd worden.Doorgaans worden algoritmen uitgevoerd op apparaten met eindige pre
isie.

Figuur 3: Enkele niveauoppervlakken ge
re�eerd met behulp van de RBF interpolatie: Hoofd(puntenwolk met 1335 punten), Konijn (puntenwolk met 1326 punten), Paard (puntenwolk met1308 punten).Ge
erti�
eerde Computationele Meetkunde is een nieuwe tak binnen de 
omputa-tionele wetens
happen waarbij niet alleen de numerieke nauwkeurigheid van belang is,maar ook gestreefd wordt naar de meetkundige en topologis
he 
orre
theid van de uit-voer. De uitdaging is het ontwerpen van algoritmen om voor een gegeven vorm eenbenadering te berekenen die topologis
he 
orre
t is en in meetkundige zin di
htbij de



8 Samenvattingimpli
iet of expli
iet gegeven vorm ligt. Dit proefs
hrift behandelt een belangrijke klassevan problemen binnen de 
omputationele meetkunde en topologie en benadert deze van-uit de ge
erti�
eerde 
omputationele meetkunde.Het eerste deel van dit proefs
hrift gaat over ge
erti�
eerde re
onstru
ties van op-pervlakken met behulp van radiale basisfun
ties (RBF's) welke veel worden gebruiktin ontwerptoepassingen in het bijzonder in het zogenaamde Computer Aided Geome-tri
 Design (CAGD), visualisatie en medis
he toepassingen. De re
onstru
tie van eenoppervlak met RBF's verloopt in twee stappen: eerst wordt een interpolerende fun
tieberekend waarvan de verzameling van nulpunten de gegeven data bevat en vervolgensworden van deze fun
tie niveaukrommen en -oppervlakken berekend. In �guur 1.3worden enkele niveauoppervlakken getoond die gere
onstrueerd zijn uit vers
hillendepuntenwolken met behulp van RBF's. De tweede stap, het re
onstrueren van niveauop-pervlakken gebruikmakend van gladde RBF interpolatiefun
ties, wordt bestudeerd indit proefs
hrift. Wij introdu
eren vers
hillende strategie�en ter verbetering van een ge-
erti�
eerd Meshing algoritme.

Figuur 4: Ge
erti�
eerd Morse-Smale 
omplex op een tangle-
ube vanuit twee vers
hillendeaanzi
hten. Een Morse-Smale-
omplex bestaande uit 10 zadelpunten (rood kader), een minimum(groen kader) en een maximum (blauw kader). In het �guur bevat een paar blauwe randkrommeneen ge
erti�
eerd unstabiele separatrix (een verbinding tussen zadel en maximum) en een paargroene randkrommen een stabiele separatrix (een verbinding tussen zadel en minimum).In deel twee van het proefs
hrift ontwikkelen we ge
erti�
eerde berekeningen vanMorse-Smale (MS) 
omplexen, die 
orresponderen met de Morse-Smale gradi�ent ve
-torvelden gede�nieerd op vlakke begrensde domeinen of op impli
iete oppervlakken.Een Morse-Smale-
omplex is de 
on�guratie van singuliere punten en separatri
es vaneen Morse-Smale gradi�ent ve
torveld. Dit is een neta
htige stru
tuur op het oppervlak,



Samenvatting 9zoals weergegeven in �guur 1.4, die de globale topologie van de onderliggende vormre
e
teert. Hierdoor is het Morse-Smale 
omplex een belangrijk hulpmiddel voor deglobale topologis
he analyse van ingewikkelde vormen of data. Het probleem is om dege
erti�
eerde separatri
es te berekenen die een zadelpunt verbinden met een put ofeen bron en welke de aantrekkende gebieden van een put s
heiden van de afstotendegebieden van een bron van het gradi�ent ve
torveld. Dergelijke berekeningen vormeneen grote uitdaging omdat de invoer een willekeurige 
omplexiteit kan hebben terwijlde hoeveelheid bes
hikbare rekenkra
ht beperkt is. In dit proefs
hrift ontwikkelen wenieuwe te
hnieken voor deze berekeningen. Figuur 1.4 toont een voorbeeld van ge
er-ti�
eerd Morse-Smale 
omplex 
orresponderend met de hoogtefun
tie op een gladdetangle-
ube.Het proefs
hrift dat voor u ligt vormt een kleine stap voorwaarts naar een nieuwewijze van ge
erti�
eerde meetkundige berekening. Wij zijn ervan overtuigd dat de ver-s
hillende methoden van ge
erti�
eerde berekeningen, behandeld in dit proefs
hrift,uitgebreid kunnen worden naar vele andere problemen in het veld.


